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Puji Syukur ke Hadirat Tuhan Yang Maha Esa atas segala Karunia dan 
Rahmat-Nya  sehingga prosiding ini dapat diselesaikan. Prosiding ini merupakan 
kumpulan makalah dari peneliti, pemerhati dan dosen bidang Matematika dan 
Pendidikan Matematika berbagai daerah di Indonesia. Makalah yang 
dipresentasikan meliputi  makalah utama dan  makalah pendamping, terdiri dari 
makalah bidang Matematika (Statistika, Geometri, Aljabar, Analisis, Matematika 
Terapan, Komputer) dan Pendidikan Matematika. 
Seminar Nasional  ini diikuti 168 makalah pendamping, dari berbagai Instansi di 
Indonesia, seperti UGM, UAD, Univ. Terbuka, UNS, IKIP PGRI  Semarang, Univ.Tanjungpura, 
ITS, Univ. Sanata Dharma, UNS, UKSW, UPH, UNSOED, UNW Mataram, STKP Siliwangi 
Bandung, STKIP PGRI Pacitan, Univ. Muhammadiyah Surakarta, Univet Sukoharjo, UNAIR, 
STAIN Purwokerto, UNPATTI Ambon, Univ. Negeri Padang, Universitas Cendrawasih, 
UNESA, dan beberapa sekolah seperti SMA Negeri 3 Bantul, SMPN 4 Yogyakarta, SMPN 2 
Wonosobo, SMPN 3 Salahutu, SMPN Monta, dan berbagai instansi lain 
Sesuai dengan tema seminar, semua makalah menyajikan berbagai ragam kajian 
teoritis maupun hasil penelitian matematika dan pembelajaran matematika yang 
diharapkan dapat memberikan kontribusi terhadap pembentukan karakter bangsa. 
Makalah yang dimuat dalam prosiding ini telah melalui tahap seleksi abstrak, yakni melalui 
proses review oleh tim yang nama anggotanya tercantum pada halaman lain di prosiding 
ini.  Makalah dalam prosiding ini juga dipresentasikan dalam sidang paralel dalam seminar 
tanggal 9 November 2013 
Pada kesempatan ini panitia mengucapkan terimakasih kepada semua pihak 
yang telah membantu dan mendukung penyelenggaraan seminar ini. Khususnya,  
kepada seluruh peserta seminar diucapkan terima kasih atas partisipasinya dan 
selamat berseminar, semoga bermanfaat.  
 






SAMBUTAN DEKAN FMIPAUNY 
 
Assalamu’alaikum Wr. Wb. 
 Pertama- tama marilah kita panjatkan puji syukur ke hadirat Allah SWT yang 
telah melimpahkan berbagai kenikmatan kepada kita sekalian. Salah satu nikmat 
yang sekarang kita rasakan adalah nikmat kesehatan sehingga kita dapat 
menyelenggarakan seminar nasional ini. 
 Selanjutnya perkenankan saya menyampaikan penghargaan dan ucapan 
terima kasih kepada Ketua Panitia beserta seluruh jajaran kepanitiaan Seminar 
Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika Tahun 2013 yang telah 
mempersiapkan terselenggaranya seminar nasional ini. Secara khusus perkenankan 
pula saya sampaikan terima kasih kepada Bapak Prof. Ahmad Fauzy, Ph.D. dan 
Bapak Sukirman, M.Pd., yang telah berkenan menjadi pembicara utama pada 
seminar nasional ini. Kami juga mengucapkan banyak terima kasih kepada 
pengurus IndoMS Jateng dan DIY atas kerjasamanya untuk mensukseskan acara 
seminar ini. 
 Tema pada seminar nasional kali ini adalah “Penguatan Peran Matematika 
dan Pendidikan Matematika untuk Indonesia yang Lebih Baik ”. Tema ini sangat 
sejalan dengan visi dan misi Universitas Negeri Yogyakarta, khususnya FMIPA UNY 
yang telah berkomitmen untuk menghasilkan tenaga kependidikan dan non 
kependidikan MIPA yang  berkualitas unggul di dunia global. Harapan kami 
dengan adanya seminar ini adalah terjalinnya kerjasama yang baik antar dosen, 
peneliti, maupun guru di seluruh  Indonesia untuk mewujudkan masyarakat 
Indonesia yang maju, sejahtera dan memiliki karakkter yang unggul. Seminar 
nasional ini harus mampu mendorong para dosen, guru dan praktisi bidang 
matematika dan pendidikan matematika untuk senantiasa melakukan inovasi demi 
kemajuan bangsa Indonesia. 
 Akhirnya saya mengucapkan terima kasih atas partisipasinya dalam seminar  
yang diselenggarakan oleh Jurusan Pendidikan Matematika FMIPA UNY ini dengan 
harapan semoga seminar ini memberikan motivasi bagi para peserta untuk terus 
berkarya. Terimakasih. Selamat mengikuti seminar.   













Sambutan Dekan FMIPA 
Sambutan Ketua Panitia 
Daftar Isi 
Makalah Utama  
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MU – 1 
 
Makalah Bidang Pendidikan Matematika 
Kode Nama  Instansi  Judul  Hal 






Upaya Mengatasi Kesulitan Siswa Dalam 
Operasi Perkalian Dengan Metode Latis 
MP - 1 
P – 2  Ade Kumalasari, 
Rizky Oktora 






Kesulitan Belajar Matematika Siswa 
Ditinjau Dari Segi Kemampuan Koneksi 
Matematika 
MP – 7  





Membangun Self-Cofidence Siswa  
Dalam Pembelajaran Matematika  
Dengan Pendekatan Problem Solving 
MP – 17  





Kecakapan Matematis Siswa Melalui 
Model Pembelajaran Problem Posing 
MP - 23 








Meningkatkan Aktivitas Dan Hasil Belajar 
Matematika Siswa Kelas VII C SMP 
Anggrek Banjarmasin Melalui Model 
Pembelajaran Kooperatif Tipe Student 
Teams Achievement Divisions (Stad) Dan 
Scramble 
MP - 29 





Penalaran Kuantitatif (Quantitative 
Reasoning) Dalam Pemecahan Masalah 
Matematika 
MP – 39  







Studi Literatur: Pembelajaran Kooperatif  
Dalam Mengatasi Kecemasan 
Matematika Dan Mengembangkan Self 
Efficacy Matematis Siswa 
MP – 45  
P – 8  Neneng Tita Rosita 
 
STKIP Sebelas April 
Sumedang 
 
Pendekatan Pembelajaran Matematika 
Realistik  Untuk  Meningkatkan 
Kemampuan Pemecahan Masalah 
Matematis Siswa SD 
MP – 55  








Interactive Student’s Book Berbasis ICT  
Untuk Mendukung Aktivitas Eksplorasi 
Konsep-Konsep Geometri 
 
MP – 63  





Penerapan Model Pembelajaran Pace 
Dalam Meningkatkan Kemampuan 
Membuktikan Matematis 
MP – 71 
P - 11 Anton Jaelani.1,  1,2, 3 Universitas Aktivitas Kerjasama Mahasiswa Dalam MP – 79 
Kusno2,  Fitrianto 




Pembelajaran Kooperatif Mata Kuliah 
Dasar Proses Pembelajaran Matematika 
Melalui Lesson Study 












Mengelola Kecemasan Siswa Dalam 
Pembelajaran Matematika 
 
MP – 89  










Kajian Buku Siswa Mata Pelajaran  
Matematika Kelas VII Bab 2 Dalam  
Kurikulum 2013  
 
MP – 95 





Pendekatan Kontektual Sebagai 
Pendekatan Dalam Pembelajaran 
Matematik Yang Humanis Dalam 
Meningkatkan Kemandirian Belajar 
MP - 103 
P – 15  Astri Wahyuni,  Ayu 
Aji Wedaring Tias,  






Peran Etnomatematika Dalam 
Membangun Karakter Bangsa  
 
MP - 113 
P – 16 Budi Manfaat 





IAIN Syekh Nurjati 
Cirebon 
Analisis Kemampuan Berpikir Kritis 
Matematik Siswa Dengan Menggunakan 
Graded Response Models (GRM) 
 
MP - 119 






Mengembangkan Pemahaman Relasional 
Siswa Mengenai Luas Bangun Datar 
Segiempat Dengan Pendekatan PMRI 
MP – 125  
P – 18  Christina Sri 
Purwanti 
 
 SMA Negeri 3 
Bantul 
Meningkatkan Hasil Belajar Matematika 
Materi Fungsi Komposisi Dan Fungsi 
Invers Menggunakan Pembelajaran 
Model Jigsaw Pada Siswa Kelas XI IPS 
SMA Negeri 3 Bantul 
MP - 133 
P – 19  Christina Sri 
Purwanti 
 
 SMA Negeri 3 
Bantul 
Penggunaan Media Modul Pembelajaran 
Untuk Meningkatkan Efektivitas 
Pembelajaran Persamaan Lingkaran Bagi 
Siswa Kelas XI/IPA SMA Negeri 3 Bantul 
MP – 139  
P – 20  Darmadi 1), Agung 
Lukito 2), Ketut 
Budayasa 3) 
 
1)  Mahasiswa 
Program 
Pascasarjana 
UNESA; 2) Staf 
Pengajar Program 
Pascasarjana 




Analisis Kesulitan Berpikir Visual Dalam 
Memahami Definisi Formal Pada Barisan 
Bilangan Real 
MP - 145 







Pengembangan Modul Statistika Dasar 
Untuk Mahasiswa PG-MIPA-BI 
 
MP - 155 






Pengembangan Lembar Kegiatan Siswa 
(LKS) Berbasis Pendekatan Penemuan 
Terbimbing Berbantuangeogebra Untuk 
MP – 165  
FMIPA UNY 
 
Membelajarkan Topik Trigonometri Pada 
Siswa Kelas X SMA 
P – 23  Doni Setiyo 
Ardiyanto 
 




Pembelajaran Matematika Dengan 
Pendekatan Kontekstual Berbantuan 
Hands On Problem Solving Untuk 
Meningkatkan Rasa Ingin Tahu Dan 
Prestasi Belajar Siswa 
MP – 175 
P – 24  
Rasiman 
 
FPMIPA IKIP PGRI 
Semarang 
 
Proses  Berpikir Kritis Siswa SMA Dalam 
Menyelesaikan Masalah Matematika Bagi 
Siswa Dengan Kemampuan Matematika 
Rendah 
MP - 185 






Matematika Sekolah Dengan Pendekatan 
Etnomatematika Berbasis Budaya Lokal 
Sebagai Upaya Untuk Meningkatkan 
Kualitas Pembelajaran Matematika Di 
Sekolah 
MP - 193 




Pengembangan Kemampuan Koneksi 
Matematissiswa Melalui Pendekatan 
Advokasi Dengan Penyajian Masalah 
Open-Ended Pada Pembelajaran  
Matematika 
MP - 203 






Pengembangan Bahan Ajar Matematika 
Untuk SMPIN/B Kelas IX Berdasarkan 
Standar Isi 
MP – 211 






Analisis Kecenderungan Penelitian Skripsi 
Mahasiswa Program Studi Pendidikan 
Matematika STKIP PGRI Pacitan Tahun 
Akademik 2012/2013 
MP - 219 





Meningkatkan Kemampuan Komunikasi 
Matematis Mahasiswa Melalui 
Pengembangan Bahan Ajar Geometri 
Dasar Berbasis Model Reciprocal 
Teaching Di STKIPPGRI Pontianak 
MP -227 
P – 30   Ekasatya Aldila 
Afriansyah1  
1 STKIP Garut 
 
Penjumlahan Bilangan Desimal Melalui 
Permainan Roda Desimal 
MP -233 






Penerapan Item Mapping Berdasarkan 
Teori Respons Butir Dalam Pengukuran 
Pendidikan Matematika 
MP - 241 
P – 32  Ema Butsi Prihastari 
 
 Analisis Pembentukan Karakter Cinta 
Lingkungan Pada Materi Geometri Di 
Laboratorium Alam 
MP – 249  
P - 33 Endro Wibowo 
 
SMP Negeri 2 
Wonosobo 
 
Implementasi  Contextual Teaching And 
Learning Approach  Dan Model Cooperative 
Learning Number Group Presentation 
untuk Meningkatkan Sikap Dan Prestasi 
Belajar Matematika Di Kelas IX-H                          
SMP Negeri 2 Wonosobo Pada Semester I 
Tahun Pelajaran 2013/2014 
MP - 255 







Implementasi Model Pembelajaran 
Kooperatif Tipe Make A Match Pada 
Pembelajaran Matematika Di Kelas X 
Administrasi Perkantoran SMKN 1 
Banjarmasin Tahun Pelajaran 2011/2012 
MP – 267 





Proses Berpikir Siswa SMP Mengonstruksi 
Bukti Informal Geometri Sebagai Prosep 
MP – 275 
Sumatera Utara 






Penerapan Pendekatan Pembelajaran 
Pendidikan Matematika Realistik (PMR) 
Dikelas 7 SMP Islamar-Ridha 
Bagansiapiapi Rokan Hilir Riau 
MP – 285 
P – 37 Gregorius Sebo 




Flores Ende-NTT, 2 
FMIPA UNY 
 
Investigasi Perkembangan Belajar Siswa 
Kelas IV Sekolah Dasar Di Kabupaten 
Ngada, NTT Dalam Operasi Penjumlahan 
Dan Pengurangan Pecahan 
MP – 293  








Bahan Belajar Siswa Untuk Siklus Kedua 
Pengembangan Pembelajaran Pecahan  
Di Kelas V Sekolah Dasar Dengan 
Pendekatan Matematika Realistik 
MP – 305 







Penggunaan Asesmen Portofolio                                   
Dalam Pembelajaran Matematika Sekolah 
Dasar Untuk Meningkatkan Prestasi 
Belajar  Dan Sikap Siswa Terhadap 
Matematika 
MP - 313
P – 40 Ifada Novikasari STAIN Purwokerto Semiotic Logical Approach MP - 321 






Identifikasi Kesalahan Siswa Dalam 
Menyelesaikan Soal Geometri Materi 
Dimensi Tiga Kelas XI IPA SMA 
MP - 327 




Norma Sosiomatematik Dalam Kelas 
Matematika  
MP – 331 







Pembelajaran Dengan Komputer: 
Dua Sisi Mata Uang 
 
 
MP – 341 
P – 44 Januar Budi 







Pembelajaran Direct Instruction Dengan 
Media Lagu Terhadap Prestasi Belajar 
Matematika Di SD Se-Kecamatan 
Laweyan 
MP – 349 






Meningkatkan Aktifitas Mahasiswa 
Melalui Pembelajaran Berbasis Masalah 
Mata Kuliah Struktur Aljabar 
MP – 355 











Berpikir Kreatif Siswa Membuat Koneksi 
Matematis Dalam Pemecahan Masalah 
 
MP - 363 
P – 47 Kasman Samin 
Kamsurya  
 
SMP Negeri 3 
Salahutu 
 
Peningkatan Hasil Belajar Siswa Pada 
Materi Operasi Bilangan Bulat Melalui 
Pendekatan Pembelajaran Matematika 
Realistik Di Kelas VII-1 SMP Negeri 3 
Salahutu 
MP – 371 






Pengembangan Teori Pembelajaran 
Perilaku Dalam Kaitannya Dengan 
Kemampuan Pemecahan Masalah 
Matematik Siswa Di SMA 
MP – 379 





Menumbuhkan Soft Skills Siswa Dalam 
Pembelajaran Matematika  Melalui  
Pembelajaran Generatif 
MP – 387 







Pembelajaran Pendidikan Matematika 
Realistik Untuk Mengembangkan 
Kemampuan Berpikir Aljabar Siswa 
MP – 397 







Diagnosis Kesalahan Siswa Sekolah 
Menengah Pertama Dalam 
Menyelesaikan  Masalah Faktorisasi 
Bentuk Aljabar 
MP – 407  




1,2 FMIPA UNW 
Mataram 
 
Sistem Komputasi Blackbox  
Untuk Optimasi Pengkoreksian Multi Tipe 
Dan Teknik Skorsing Soal Obyektif 
MP – 413  









Level Kognitif Soal-Soal Buku Pelajaran 
Matematika Smp 
 
MP – 421 









Penerapan Pendekatan Scientific Dalam 
Pembelajaran Matematika SMP Kelas VII 
Materi Bilangan (Pecahan)  
 
MP – 429  
P – 55 Mukti Sintawati 1,  
Ginanjar 
Abdurrahman2 
- Menumbuhkan Kemampuan Berpikir 
Kreatif Dan Minat Belajar Matematika  
Melalui Pendekatan Problem Posing 
MP - 437 







Karakteristik Berpikir Intuitif Siswa 
Dalam Menyelesaikan Masalah 
Matematika 
 
MP – 443 






Strategi-Strategi Yang Berbeda Dalam 
Menyelesaikan Masalah Pengurangan 
Menggunakan Garis Bilangan 
MP – 453  
P – 58   Nuriana Rachmani 






Pengembangan Website Berorientasi 
Brain-Based Learning Sebagai Upaya 
Peningkatan Kemampuan Pemecahan 
Masalah Matematis Mahasiswa 
MP – 457  











Mengembangkan Kemampuan Penalaran 
Spasial Siswa Smp Pada Konsep Volume 
Dan Luas Permukaan Dengan 
Pendekatan Pendidikan Matematika 
Realistik Indonesia 
MP - 465 






Asesmen Formatif Informal  
Dalam Pembelajaran Matematika 
 
MP - 473 







Mengembangkan Karakter Siswa  
Dalam Pembelajaran Matematika  
Dengan Pendekatan Kontekstual 
 
MP – 479  








Matematika Model Eliciting Activities 
Untuk Meningkatkan Penguasaan 
Konsep Matematika Siswa Pada  
Materi Segitiga Kelas VII 
MP – 487  
Muhammadiyah 
Jakarta 






Kemandirian Belajar Dan Kemampuan 
Pemecahan Masalah  Matematis 
Mahasiswa Program Studi Pendidikan 
Matematika 
MP – 493  






Kemampuan Spasial Siswa Melalui 
Pendekatan Pendidikan Matematika 
Realistik Indonesia Dengan Media 
Geogebra 
MP – 499  






Faktor-Faktor Yang Mempengaruhi Rasa 
Takut Akan Kegagalan Dalam Diri 
Mahasiswa 
MP – 505  
P – 66  Rosalia Hera 
Rahayuningrum 
 




Meningkatkan Kemampuan Pemecahan 
Masalah Matematika Pada Materi 
Bangun Ruang Sisi Lengkung Dengan 
Metode Penemuan Terbimbing  Siswa 
Kelas Ixf Smp Negeri 2  Imogiri Bantul 
Yogyakarta 
MP – 509  








Pengembangan Perangkat Pembelajaran 
Berbasis Konstruktivisme Menggunakan 
CD Interaktif Terhadap Karakter Siswa 
SMP 
MP – 517  








Upaya Meningkatkan Pemahaman 
Konsep Mahasiswa Pada Mata Kuliah 
Metode Numerik Dengan Pendekatan 
Creative Problem Solving 
MP – 525  








Mengembangkan Kemampuan Berpikir 
Geometris Pada Pokok Bahasan 
Segiempat Dengan Teori Van Hiele Dan 
Pendekatan PMRIi 
MP - 533 












Profil Berpikir Kreatif Siswa Dalam 
Memecahkan Masalah Tipe Investigasi 
Matematik Ditinjau Dari Perbedaan 
Gender 
MP - 541 
P – 71  Sri Sudarini S.pd 
 
SMP Negeri 4 
Yogyakarta 
Pendidikan Moral Matematika 
 
MP – 549 






Pengembangan Perangkat Pembelajaran 
Matematika SMP Dengan Model 
Pembelajaran Matematika Realistik Di 
Kabupaten Lombok Timur 
MP – 557   
P – 73  Sudi Prayitno1,  ST. 
Suwarsono2,  Tatag 
Yuli Eko Siswono3  
 
1 FKIP Univesitas 
Mataram, 2 FKIP 
Univesitas Sanata 
Dharma, 3 FMIPA 
Universitas Negeri 
Surabaya 
Komunikasi Matematis Siswa SMP Dalam 
Menyelesaikan Soal Matematika 
Berjenjang Ditinjau Dari Perbedaan 
Gender 
MP – 565 
P – 74  Supandi1,  Widya 
Kusumaningsih2,  Lilik 
Ariyanto3  
 
1,2,3  Pendidikan 
Matematika Fpmipa 
IKIP PGRI Semarang 
Pengembangan Perangkat Pembelajaran 
Matematika Dengan Strategi Think Talk 
Write Berbasis Blended Learning Untuk 
Meningkatkan Kemampuan Menulis 
MP – 573 
Matematik Siswa SMP 
P – 75  Suparni 
 
Fakultas Sains dan 
Teknologi Uin Sunan 
Kalijaga Yogyakarta 
Pengembangan Kemampuan Berpikir 
Kritis Mahasiswa Program Studi 
Pendidikan Matematika Melalui 
Pendekatan Integrasi Interkoneksi 
MP – 579 





Variabel-Variabel TersembUNYi Dalam 
Guru Matematika Kreatif 
 
MP – 587 




1,2,3,4  Pendidikan 
Matematika Fpmipa 
Ikip Pgri Semarang 
 
Pengembangan Perangkat  Pembelajaran 
Berkarakter  Pada Matakuliah Operasi 
Riset Berbasis ICT 
MP – 595 





Menguatkan Keyakinan Diri Siswa  Dalam 
Pembelajaran Matematika  Melalui 
Pendekatan Multi-Modal Strategy (MMS) 
MP – 601 
P – 79  Trisnawati, S.pd.1, 
Dwi Astuti, S.pd.si2 
 
1,2 Prodi Pendidikan 
Matematika 
Program PPS UNY 
 
Upaya Meningkatkan Kemampuan 
Komunikasi Matematis Siswa Kelas Vii 
Dalam Pembelajaran Matematika Dengan 
Pendekatan Realistic Mathematics 
Education (RME)  Di SMP Negeri 1 
Muntilan 
MP – 609 
P – 80  Urip Tisngati1,  
Khoirul Qudsiyah2  
 
1,2 STKIP PGRI 
Pacitan 
 
Pembelajaran Matematika Berbasis 
Multimedia Interaktif Mata Kuliah Teori 
Bilangan Dengan Model Reog Untuk 
Meningkatkan Konsep Dan Efikasi Diri 
Mahasiswa 
MP – 617 






Karakteristik Bahan Ajar Matematika  
Untuk Membangun Karakter  
 
MP – 625 





Program PPS UNY  
Perbedaan Konsep Matematika Dan 
Pengetahuan  Ditinjau Dari Ras Dan 
Gender Manusia 
MP – 629 





Mengasah Kemampuan Berpikir Kritis 
Dan Kreatif Siswa Melalui Bahan Ajar 
Matematika Dengan Pendekatan Open-
Ended  
MP – 639 





Prof. Dr. Hamka 
Keefektifan Penilaian Formatif Terhadap 
Hasil Belajar Matematika Mahasiswa 
Ditinjau Dari Motivasi Belajar 
MP – 649 




Prof. Dr. Hamka 
 
Komputasi Mental Untuk Mendukung 
Lancar Berhitung Operasi Penjumlahan 
Dan Pengurangan Pada Siswa Sekolah 
Dasar 
MP – 657 




Program PPS UNY  
Pengembangan Media Pembelajaran 
Interaktif Dengan Pendekatan Contextual 
Teaching And Learning (Ctl) Pada Materi 
Volume Bangun Ruang Kelas Viii 
 
MP – 663 




1, 2,3 Prodi 
Pendidikan 
Matematika 
Program PPS UNY 
Peta Penguasaan Materi Matematika 
Guru Sma Dan Hubungannya Dengan 
Prestasi Belajar Siswa 
 
MP – 671 




Program PPS UNY  
Permainan Anak Untuk Matematika 
 
MP – 683 




2SMKN 6 Malang 
 
Aplikasi Metode Pembelajaran Kooperatif 
Model Jigsaw Untuk Materi Sistem 
Bilangan Pada Siswa Kelas XII RPL 3 SMK 
Negeri 6 Malang Tahun Pelajaran 
2012/2013 
MP – 691 









Efektivitas Bahan Ajar Matematika Diskret 
Berbasis Representasi Multipel Ditinjau 
Dari Kemampuan Komunikasi Dan 
Koneksi Matematis Mahasiswa Calon 
Guru Matematika 
MP – 699 







Model-Model Aligment Antara Penilaian 
Dan Kurikulum Dalam Pembelajaran 
Matematika  
MP – 701 








Pengembangan Perangkat Pembelajaran 
Geometri Berbasis ICT Untuk 
Meningkatkan Komunikasi Matematis 
Mahasiswa 
MP – 713  








Upaya Meningkatkan Kemampuan 
Mathematical Communication Mahasiswa 
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Abstrak 
 Artikel ini membahas tentang sistem persamaan linear min-plus dan 
penerapannya pada masalah lintasan terpendek. Pembahasan merupakan hasil kajian 
teoritis yang didasarkan literatur dan suatu perhitungan menggunakan program 
MATLAB. Hasil pembahasan menunjukkan bahwa jaringan dengan bobot waktu 
tempuh dapat dimodelkan sebagai graf berarah terbobot yang dapat dinyatakan 
dengan matriks atas aljabar min-plus. Penentuan waktu tempuh minimal dapat 
dilakukan melaui operasi star pada matriks bobot jaringannya. Lintasan terpendek 
dapat ditentukan dengan memodifikasi metode PERT-CPM pada analisis lintasan 
kritis pada jaringan proyek. Dengan memodelkan waktu tempuh perjalanan pada 
jaringan ke dalam suatu sistem persamaan (SPL) linear iteratif min-plus. Dari 
penyelesaian SPL min-plus ini, dapat ditentukan waktu awal paling cepat dan waktu 
paling akhir, untuk masing-masing titik. Titik-titik dengan waktu awal paling cepat 
dan waktu paling akhir yang sama akan membentuk  lintasan terpendek pada jaringan. 
 




 Aljabar max-plus (himpunan R {}, dengan R adalah himpunan semua bilangan real, 
yang dilengkapi dengan operasi maximum dan penjumlahan) telah digunakan untuk memodelkan 
dan menganalisis sistem produksi sederhana, dengan fokus analisa pada masalah input-output 
sistem (Baccelli et.al, 2001 dan Rudhito, 2003). Pemodelan dan analisis sifat-sifat suatu jaringan 
antrian juga telah dilakukan dengan pendekatan aljabar max-plus, seperti dalam Krivulin (2000) 
dan Rudhito (2011). Penerapan aljabar max-plus pada masalah analisis lintasan kritis juga telah 
dibahas dalam Rudhito (2010). Pemodelan dan analisa suatu jaringan dengan pendekatan aljabar 
max-plus ini dapat memberikan hasil analitis dan lebih mudah pada komputasinya.   
Selain aljabar max-plus, dalam Baccelli et.al. (2001), Gondran and Minoux (2008) dan John 
and George (2010) telah disinggung beberapa varian aljabar yang serupa dengan aljabar 
max-plus, seperti aljabar min-plus (dengan operasi minimum dan penjumlahan) dan aljabar 
max-min (dengan operasi maximum dan minimum). Diberikan pula dalam referensi di atas, 
beberapa gambaran singkat mengenai ilustrasi penerapannya yang terkait dengan 
masalah-masalah dalam teori graf, seperti masalah lintasan terpendek dan masalah kapasitas 
maksimum suatu lintasan dalam jaringan. Seperti halnya dalam aljabar max-plus, dengan 
pendekatan aljabar yang serupa diharapkan masalah-masalah yang terkait dapat dimodelkan dan 
perhitungan-perhitungan masalah-masalah yang terkait dapat dilakukan secara lebih analitis.  
Makalah ini akan membahas tentang sistem persamaan linear iteratif min-plus dan 
penerapannya pada masalah penentuan lintasan terpendek pada suatu jaringan graf berarah 
berbobot. Pembahasan sistem persamaan linear iteratif min-plus akan dilakukan dengan 
membandingkan hasil yang telah diperoleh pada eksistensi dan ketunggalan penyelesaian sistem 
persamaan linear max-plus (Baccelli et.al, 2001 dan Rudhito, 2011). Sedangkan pembahasan 
pada masalah penentuan lintasan terpendek akan dilakukan dengan membandingkan hasil pada 
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analisis lintasan kritis jaringan proyek dengan pendekatan aljabar max-plus (Rudhito, dkk. 2010) 
Untuk memudahkan dalam perhitungan numeriknya, akan disusun pula suatu program komputer 
dengan menggunakan MATLAB. Dari hasil pembahasan makalah ini diharapkan sebagai langkah 
awal untuk ke masalah berikutnya yang lebih kompleks, seperti menentukan aliran (flow) 
maksimum dalam suatu jaringan. 
 
B. PEMBAHASAN 
 Pada bagian awal akan dibahas konsep-konsep dasar aljabar min-plus dan matriks atas 
aljabar min-plus, serta konsep dasar dalam teori graf yang terkait. Aljabar min-plus ini 
mempunyai struktur yang isomorfis dengan aljabar max-plus (Gondran and Minoux, 2008, 
Baccelli et.al, 2001).  
 Diberikan R := R { } dengan  : = +. Pada R  didefinisikan operasi berikut: a,b  
R,   
a  b := min(a, b)  dan  a  b : = a  b. 
Dapat ditunjukkan bahwa (R, , ) merupakan semiring komutatif idempoten dengan elemen 
netral    = + dan elemen satuan e = 0. Lebih lanjut (R, , ) merupakan semifield, yaitu bahwa 
(R, , ) merupakan semiring komutatif di mana untuk setiap a  R terdapat a sehingga 
berlaku a  (a)  = 0. Kemudian  (R , , ) disebut dengan aljabar min-plus, yang selanjutnya 
cukup dituliskan dengan Rmin. Relasi “ m ” yang didefinisikan pada Rmin sebagai berikut x m  y 
jika x  y = y, merupakan urutan parsial pada Rmin. Lebih lanjut relasi ini merupakan urutan total 
pada Rmin. Pangkat k elemen x  R dilambangkan dengan 
kx didefinisikan dengan 0x := 0, 
kx := x  1kx . Didefinisikan pula 0 : = 0 , untuk k = 1, 2, ... kε : =  .  
 Operasi  dan  pada Rmin  dapat diperluas untuk operasi-operasi  matriks dalam nmminR , di 
mana  nmminR : = {A = (Aij)Aij  Rmin, untuk i = 1, 2, ..., m dan j = 1, 2, ..., n}. Untuk A, B 
nm
maxR  
didefinisikan A  B, dengan (A  B)ij = Aij  Bij . Untuk  matriks A  pmminR , B 
np
minR  





. Didefinisikan pula matriks E  nnminR , 










 dan matriks   nmminR  , ( )ij :=   untuk setiap i dan j . Pangkat k 
matriks A  nnminR  didefinisikan dengan 
0A  = En  dan  
k
A = A  1kA  untuk k = 1, 2, ... .  
 Suatu graf berarah G didefinisikan sebagai suatu pasangan G = (V, A) dengan V adalah suatu 
himpunan berhingga tak kosong yang anggotanya disebut titik dan A adalah suatu himpunan  
pasangan terurut titik-titik di V. Anggota A disebut busur. Suatu lintasan  dalam graf berarah G 
adalah suatu barisan berhingga busur (i1, i2), (i2, i3), ... , (il1, il) dengan (ik, ik+1)  A untuk suatu l 
 N , di mana N = himpunan semua bilangan asli, dan k = 1, 2, ... , l  1. Lintasan di atas dapat  
direpresentasikan dengan i1 i2  ...  il. Titik i1 disebut titik awal lintasan dan titik il disebut 
titik akhir lintasan. Panjang suatu lintasan  didefinisikan sebagai banyak busur yang menyusun 
lintasan tersebut. Suatu lintasan disebut sirkuit jika titik awal dan titik akhirnya sama. Suatu graf 
berarah G = (V, A) dengan V = {1, 2, , ... , n} dikatakan terhubung kuat jika untuk setiap   i, j  V, 
i  j , terdapat suatu lintasan dari  i ke j. Suatu graf yang memuat sirkuit disebut graf siklik, 
sedangkan suatu graf yang tidak memuat sirkuit disebut graf taksiklik. 
 Diberikan graf berarah G = (V, A)  dengan V = {1, 2,  ... , p}. Graf berarah G dikatakan 
berbobot  jika setiap busur ( j, i )  A dikawankan dengan suatu bilangan real Aij. Bilangan real  
Aij disebut bobot busur (j, i ), dilambangkan dengan w( j, i ). Bobot suatu lintasan didefinisikan 
sebagai jumlahan bobot busur-busur yang menyusun lintasan tersebut. Lintasan terpendek 
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didefinisikan sebagai lintasan dengan bobot minimum. Graf preseden dari matriks A  nnmax
R   
adalah graf berarah berbobot G(A) = (V, A) dengan V = {1, 2, ... , n}, A  = {( j, i ) | w( i, j ) = Aij  
 ,  i, j }. Sebaliknya untuk setiap graf berarah berbobot G = (V, A) selalu dapat didefinisikan 













, yang disebut matriks bobot graf 
G. Dalam kaitannya dengan teori graf, untuk A nnminR dan k  N, unsur matriks st
k
A )( 
merupakan bobot minimum semua lintasan dalam G(A) dengan panjang k, dengan t sebagai titik 
awal dan s sebagai titik akhirnya. 
Suatu matriks A  nnminR  dikatakan semi-definit jika semua sirkuit dalam G(A) mempunyai 
bobot takpositif dan  dikatakan definit jika semua sirkuit dalam G(A) mempunyai bobot negatif. 
Diberikan A  nnminR . Dengan cara yang analog dengan kasus di aljabar max-plus (Baccelli et.al, 
2001), dapat ditunjukkan bahwa jika A semi-definit,  maka  p  n, pA  m   E  A  ...   
1nA . Selanjutnya untuk matriks semi-definit A  nnminR , dapat didefinisikan   A
* : =  E  A  ... 
 
nA   1nA   ... . Didefinisikan nminR := { x = [ x1, x2, ... , xn]T | xi  Rmin, i = 1, 2, ... , n}. 
Untuk setiap x, y  nminR  dan   Rmin berturut-turut didefinisikan operasi penjumlahan  dan 
operasi perkalian skalar  sebagai berikut : x   y = [x1  y1,  x2  y2,  ... , xn  yn]T dan   x  =   
x =  [  x1,   x2, ... ,   xn ]T. Perhatikan bahwa nminR dapat dipandang sebagai
1
min
nR . Dapat 
ditunjukkan bahwa nmaxR  merupakan semimodul atas semified Rmin. Unsur-unsur dalam 
n
maxR
disebut vektor atas Rmin.  
Eksistensi dan ketunggalan penyelesaian sistem persamaan linear iterarif min-plus analog 
dengan hasil pada eksistensi dan ketunggalan sistem persamaan linear iteratif max-plus seperti 
yang dibahas dalam Baccelli et.al (2001). Diberikan A  nnminR  dan b 
n
minR . Jika A semi-definit, 
maka vektor  x* = A*  b merupakan suatu penyelesaian sistem x = A  x  b. Lebih lanjut jika A 
definit, maka sistem tersebut mempunyai penyelesaian tunggal.  
Selanjutnya dibahas masalah lintasan terpendek.  Pembahasan diawali dengan meninjau 
beberapa pengertian dasar, dilanjutkan dengan memberikan pemodelan dan analisa dengan 
pendekatan aljabar min-plus dan memberikan contoh perhitungannya. 
 
Definisi 1 
Suatu jaringan lintasan searah S adalah suatu graf berarah berbobot terhubung kuat taksiklik        S  
= (V, A), dengan V = {1, 2, , ... , n} yang memenuhi:  jika (i, j)  A, maka i < j.  
 
Dalam jaringan proyek ini, titik menyatakan persimpangan, busur menyatakan suatu jalan, 
sedangkan bobot busur menyatakan waktu tempuh, sehingga bobot dalam jaringan selalu positip. 
Selanjutnya dilakukan pemodelan dan analisis lintasan terpendek, yaitu lintasan dengan waktu 
tempuh minimum. Pembahasan diawali dengan menentukan waktu awal paling cepat (earliest 
start time) untuk setiap persimpangan titik i dapat dilalui. Pembahasan dilakukan dengan 
mengadopsi dan memodifikasi teknik perhitungan maju (forward) seperti pada PERT-CPM, 
dengan menggunakan pendekatan aljabar-min-plus.  
Misalkan   eix  = menyatakan waktu awal paling cepat titik i dapat dilalui, 
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Dalam pembahasan ini diasumsikan bahwa perjalanan dalam jaringan dimulai pada titik 1 pada 
saat waktu tempuh sama dengan nol, yaitu ex1 = 0, diasumsikan pula tidak ada waktu singgah di 
persimpangan, sehingga dapat dituliskan  








  .1  jika , ) (min






    
Dengan menggunakan notasi aljabar min-plus persamaan di atas dapat dituliskan menjadi 









  1 jika , ) (







     (1)  
Misalkan A adalah matriks yang bersesuaian dengan graf berarah berbobot jaringan tersebut,       
xe = [ ex1 ,
ex2 , ... , 
e
nx ]
T dan be = [0, , ... , ]T, persamaan (1) dapat dituliskan ke dalam suatu sistem 
persamaan linear min-plus berikut  
 xe  =  A  xe  be          (2) 
Karena jaringan lintasan searah merupakan graf berarah taksiklik, maka tidak terdapat sirkuit, 
sehingga semua sirkuit dalam jaringan mempunyai bobot takpositif. Dengan demikian 
 xe  = A*  be              (3) 
merupakan penyelesaian sistem (2) di atas. Karena jumlah titik dalam jaringan proyek ini adalah 
n, maka panjang lintasan terpanjangnya tidak akan melebihi n  1. Dengan demikian dalam hal ini 
persamaan (3) dapat ditulis menjadi  
 xe  = A*  be  = (E  A  ...  1nA   )  be  
yang merupakan vektor waktu paling awal setiap titik i dapat dilalui. 
Perhatikan bahwa (A*)n1 merupakan bobot minimum lintasan dari titik awal hingga titik akhir 
proyek, sehingga enx  merupakan waktu tempuh minimal untuk melintasi jaringan.  
 
Dari pembahasan di atas dapat disimpulkan dalam Teorema 1 berikut. 
Teorema 1 
Diberikan suatu jaringan lintasan searah dengan n titik dan A adalah matriks bobot graf berarah 
berbobot jaringan tersebut. Vektor waktu awal paling cepat titik i dilalui diberikan oleh 
xe  = (E  A  ...  1nA   )  be 
di mana be = [0, , ... , ]T. Lebih lanjut enx  merupakan waktu tercepat untuk melintasi jaringan. 
Bukti: (lihat uraian di atas) .  ■ 
 
Selanjutnya setelah diketahui waktu tercepat untuk melintasi jaringan ( enx ) akan ditentukan 
lintasan mana yang dilalui. Pembahasan dilakukan dengan mengadopsi dan memodifikasi teknik 
perhitungan mundur (backward) seperti pada PERT-CPM, dengan menggunakan pendekatan 
aljabar-min-plus.  
Misalkan   lix  =  waktu paling akhir perjalanan meninggalkan titik i, 
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Diasumsikan bahwa lnx  = 
e
nx , kemudian dapat dituliskan  








  .1 jika , ) (max








         
              (4) 
Dengan menggunakan notasi aljabar min-plus persamaan (4) ekivalen dengan  
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              (5) 
Perhatikan bahwa matriks B = AT, dengan A adalah matriks bobot graf berarah berbobot jaringan 
tersebut. Misalkan  z = [z1, z2, ... , zn]T = xl = [ lx1 ,
lx2 , ... , 
l
nx ]
T  dan bl = [, , ... ,  enx ]
T, 
persamaan (5) dapat dituliskan menjadi  
 z =  AT  z   bl .         (6) 
yang penyelesaiannya adalah   
 z =  (AT )*  bl .       
Dengan demikian diperoleh vektor waktu paling akhir perjalanan adalah  xl  =  z.   
 
Dari pembahasan di atas dapat disimpulkan dalam Teorema 2 berikut. 
 
Teorema 2 
Diberikan suatu jaringan lintasan searah dengan n titik dan A adalah matriks bobot graf berarah 
berbobot jaringan tersebut. Vektor waktu paling akhir perjalanan diberikan oleh 
xl  =  ( (AT )*  bl ) 
di mana bl = [, , ... ,  enx ]
T. 
 
Bukti: (lihat uraian di atas) .  ■ 
 
 Dari hasil pada Teorema 1 dan Teorema 2 di atas, dapat ditentukan lintasan terpendek pada 
jaringan lintasan searah. Mengingat waktu singgah pada persimpangan adalah nol, dan telah 
diketahui bahwa enx  merupakan waktu tercepat untuk melintasi jaringan, maka persimpangan 
yang dilalui lintasan terpendek yang dicari adalah titik-titik i di mana lix  = 
e
ix . Berikut diberikan 
contoh suatu jaringan lintasan searah dan perhitungannya. 
Contoh 1 














Matriks bobot graf berarah berbobot pada jaringan proyek di atas adalah matriks A di bawah ini. 
Dengan menggunakan program yang disusun dengan menggunakan MATLAB dengan input 


















Gambar 1 Contoh Jaringan lintasan searah 
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Dari hasil di atas nampak bahwa waktu tempuh minimal untuk melintasi lintasan adalah 9 dan 
lintasan terpendek yang diperoleh adalah lintasan : (1, 2), (2, 4), (4, 5), (6, 7).  
C. SIMPULAN 
Dari hasil pembahasan dapat disimpulkan bahwa jaringan lintasan searah dengan bobot 
waktu tempuh dapat dimodelkan sebagai graf berarah terbobot yang dapat dinyatakan dengan 
matriks atas aljabar min-plus. Penentuan waktu tempuh minimal dapat dilakukan melaui operasi 
star (*) pada matriks bobot jaringannya. Lintasan terpendek dapat ditentukan melalui penentuan 
waktu awal  paling cepat untuk melewati titik dan waktu paling akhir meninggalkan titik, untuk 
masing-masing titik pada jaringan. Hal ini dapat dilakukan terlebih dahulu memodelkan waktu 
tempuh perjalanan pada jaringan ke dalam suatu sistem persamaan (SPL) linear iteratif min-plus. 
Selanjutnya menyelesaikan SPL min-plus dapat ditentukan waktu awal paling cepat dan waktu 
paling akhir tersebut. Titik-titik dengan waktu awal paling cepat dan waktu paling akhir yang 
sama akan membentuk  lintasan terpendek pada jaringan. 
Lebih lanjut dapat dilakukan penelitian mengenai kelebihan dan kelemahan metode di atas 
dibandingan dengan metode-metode lintasan terpendek yang telah ada, analisis algoritma dan 
pendekatan aljabar min-plus untuk masalah-masalah yang terkait dengan lintasan terpendek lebih 
lanjut. 
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